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Ιδιότητες πϱάξεων (αξιωµατικές) calculator.gr

Ιδιότητα Πϱόσθεση Πολλαπλασιασµός

Αντιµεταθετική α + β = β + α αβ = βα
Πϱοσεταιϱιστική (α + β) + γ = α + (β + γ) (αβ)γ = α(βγ)
Ουδέτεϱο Στοιχείο α + 0 = α α ⋅ 1 = α

Αντίθετο/Αντίστϱοφο Στοιχείο α + (−α) = 0 α ⋅ 1
α
= 1 (α ≠ 0)

Επιµεϱιστική α(β + γ) = αβ + αγ

Απόλυτη τιµή calculator.gr

� Οϱίζουµε ως απόλυτη τιµή ενός αϱιθµού x και την συµβολίζουµε ∣x∣, τον ίδιο τον αϱιθµό αν αυτός
είναι ϑετικός ή µηδέν και τον αντίθετό του αν αυτός είναι αϱνητικός. ∆ηλαδή

∣x∣ οϱ==
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

x, αν x ≥ 0
−x, αν x < 0

� Γεωµετϱικά εϱµηνεύεται ως η απόσταση του σηµείου M(x) από την αϱχή O(0) του πϱαγµατικού
άξονα.

Ιδιότητες Κλασµάτων calculator.gr
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= ⋯ = αν
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= λ⇒ α1 + α2 +⋯ + αν

β1 + β2 +⋯ + βν

= λ

∆ύναµη αϱιθµού µε εκθέτη ακέϱαιο calculator.gr

� Η ∆ύναµη µε ϐάση α ∈ R και εκθέτη κ ∈ Z, συµβολίζεται ακ και οϱίζεται ως εξής :
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

α0 = 1 (α ≠ 0)
α1 = α
ακ = α ⋅ α ⋅ . . . ⋅ α´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

κ παϱάγοντες

(κ > 1)

ακ = 1
α−κ (α ≠ 0, κ < 0)
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� Ιδιότητες ∆υνάµεων

αναµ = αν+µ ανβν = (αβ)ν (αν)µ = ανµ αν

αµ
= αν−µ αν

βν
= (α

β
)
ν

(α
β
)
−ν

= (β
α
)
ν

� Παϱατηϱήσεις (ν ∈ N)

1ν = 1 0ν = 0
(ν ≠ 0)

10ν = 10000 ⋯ 0´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
ν µηδενικά

10−ν = 0.0000 ⋯ 01´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
ν ψηφία

(−1)k =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

1, k άϱτιος ακέϱαιος
−1, k πεϱιττός ακέϱαιος

Ρίζες calculator.gr

� Τετϱαγωνική ϱίζα (ή απλώς ϱίζα) ενός ϑετικού αριθµού α > 0, λέγεται ο ϑετικός αριθµός β > 0, ο
οποίος αν υψωθεί στο τετράγωνο µας δίνει τον α και συµβολίζεται

√
α. Ορίζουµε

√
0 = 0

∆ηλαδή
√
α = β οϱ⇔ β2 = α, όπου α,β ≥ 0

∆ηλ. είναι η µη αρνητική λύση της εξίσωσης x2 = α (α ≥ 0).

� Ιδιότητες Ριζών

√
αβ =

√
α
√
β

√
α

β
=
√
α√
β

(
√
α)2 = α

√
α2 = ∣α∣

√
α2β = ∣α∣

√
β

Μονώνυµα calculator.gr

� Αϱιθµητική παράσταση είναι µία µαθηµατική έκφραση (παράσταση) που περιέχει πϱάξεις µε αριθ-
µούς.
π.χ. 5 ⋅ 72 − 3 ⋅ 2

32 − 1
� Αλγεβϱική παράσταση είναι µία µαθηµατική έκφραση (παράσταση) που περιέχει πϱάξεις µε αριθ-

µούς και µεταβλητές.
π.χ. 4α − 7βx, αδ + ϵ, 3x − 2y

x + 8yz
� Ακέϱαια αλγεβρική Παράσταση λέγεται η αλγεβρική παράσταση στην οποία µεταξύ των µεταβλη-

τών της σηµειώνονται µόνο οι πϱάξεις της πρόσθεσης και του πολλαπλασιασµού και οι εκθέτες των
µεταβλητών της είναι ϕυσικοί αριθµοί.

π.χ. 1 −
√
3

5
xy2 − x2 +

√
2xy + 1

� Μονώνυµο λέγεται κάθε ακέραια αλγεβρική παράσταση στην οποία µεταξύ των µεταβλητών της ση-
µειώνεται µόνο η πϱάξη του πολλαπλασιασµού. (οι αριθµοί ϑεωρούνται µονώνυµα)
π.χ. αβz, (1 −

√
5)x4yz2, π + 1

2
αβγ3, 3

√
5xy5

� Συντελεστής ενός µονωνύµου λέγεται ο αϱιθµητικός παϱάγοντας του µονωνύµου.
π.χ. −3

4°
συντελεστής

x2y, 2(π + 1)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
συντελεστής

α3β2, 1®
συντελεστής

xyz4, 3
√
5

±
συντελεστής

x2

� Κύϱιο µέϱος του µονωνύµου λέγεται το γινόµενο όλων των µεταβλητών του µονωνύµου µαζί µε τους
εκθέτες τους (δηλαδή το µονώνυµο χωϱίς τον αϱιθµητικό παϱάγοντα).

π.χ. −2
5

x3y2z
²

κύϱιο µέϱος

, −12 αβ2

°
κύϱιο µέϱος

,
√
5

3
xy2z4
²

κύϱιο µέϱος

, 3
√
2 x2y
°

κύϱιο µέϱος
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� Βαθµός του µονωνύµου ως πϱος µία µεταβλητή λέγεται ο εκθέτης της µεταβλητής αυτής.
π.χ. το µονώνυµο −7α2βγ4

– ως πϱος τη µεταβλητή α είναι 2ου ϐαθµού
– ως πϱος τη µεταβλητή β είναι 1ου ϐαθµού
– ως πϱος τη µεταβλητή γ είναι 4ου ϐαθµού

� Βαθµός του µονωνύµου ως πϱος όλες τις µεταβλητές του λέγεται το άθϱοισµα των εκθετών των
µεταβλητών του.
π.χ. ο ϐαθµός του µονωνύµου −7α2βγ4 ως πϱος όλες τις µεταβλητές του είναι 7, αφού 2 + 1 + 4 = 7

� ΄Οµοια µονώνυµα λέγονται αυτά που έχουν το ίδιο κύϱιο µέϱος.
π.χ. τα µονώνυµα −5α2βγ4, 2

3
α2βγ4, −

√
7α2βγ4, α2βγ4 είναι όµοια.

� ΄Ισα µονώνυµα λέγονται τα µονώνυµα που είναι όµοια και έχουν τον ίδιο συντελεστή.

� Αντίθετα µονώνυµα λέγονται τα µονώνυµα που είναι όµοια και έχουν αντίθετους συντελεστές.
π.χ. τα µονώνυµα 5

6
α2βγ4, −5

6
α2βγ4 είναι αντίθετα µονώνυµα.

� Σταθεϱό µονώνυµο λέγεται ο οποιοσδήποτε αϱιθµός.
π.χ. οι αϱιθµοί −3

4
και 2 είναι σταθεϱά µονώνυµα.

� Μηδενικό µονώνυµο λέγεται το σταθεϱό µονώνυµο 0.

� Για το µηδενικό µονώνυµο δεν οϱίζεται ϐαθµός.
Για το σταθεϱό µονώνυµο, που δεν είναι το µηδενικό µονώνυµο, οϱίζεται ως ϐαθµός το µηδέν.
π.χ. τα µονώνυµα −5, 3

4
έχουν ϐαθµό 0.

� Το άθροισµα όµοιων µονωνύµων είναι ένα µονώνυµο που έχει συντελεστή το άθροισµα των συντε-
λεστών και ίδιο κύϱιο µέϱος.
π.χ. 3x2y − 5x2y + xy = (3 − 5 + 1)x2y = x2y

� Το γινόµενο µονωνύµων είναι ένα µονώνυµο που έχει συντελεστή το γινόµενο των συντελεστών και
κύϱιο µέϱος το γινόµενο όλων των µεταβλητών τους µε εκθέτη σε κάθε µεταβλητή το άθϱοισµα των
εκθετών της.
π.χ. 6αβ2 ⋅ 3

2
αx ⋅ (−β) = (6 ⋅ 3

2
⋅ (−1))α1+1β2+1x = −9α2β3x

� Πολυώνυµο λέγεται το άθϱοισµα δύο η πεϱισσότεϱων ανόµοιων µονωνύµων.
π.χ. 3x2 − 2x + 5 και 5α2β + αβ είναι πολυώνυµα.

� ΄Οϱος ενός πολυωνύµου λέγεται κάθε µονώνυµο απ’ τα οποία αυτό αποτελείται.
π.χ. 3x2

°
όϱος

−2x°
όϱος

+5
ό̄ϱος

, −5α2β
´¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¶

όϱος

+αβ
±

όϱος

� Αναγωγή οµοίων όϱων σε µία αλγεβϱική παϱάσταση λέγεται η διαδικασία της αντικατάστασης των
όµοιων όϱων της µε το άθϱοισµά τους.

� Για να πολλαπλασιάσουµε δύο πολυώνυµα πολλαπλασιάζουµε τον κάθε όϱο του ενός πολυωνύµου
µε κάθε όϱο του άλλου.

� Για να πολλαπλασιάσουµε τϱία πολυώνυµα πολλαπλασιάζουµε τα δύο πϱώτα πολυώνυµα µεταξύ
τους και αυτό που ϑα πϱοκύψει (µετά την αναγωγή οµοίων όϱων) µε το τϱίτο.
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Ταυτότητες calculator.gr

� Ταυτότητα λέγεται κάθε ισότητα που πεϱιέχει µεταβλητές και επαληθεύεται για όλες τις τιµές των
µεταβλητών αυτών.

� Βασικές Ταυτότητες

(α + β)2 = α2 + 2αβ + β2 (τετϱάγωνο αθϱοίσµατος)
(α − β)2 = α2 − 2αβ + β2 (τετϱάγωνο διαφοϱάς)
(α + β + γ)2 = α2 + β2 + γ2 + 2αβ + 2βγ + 2γα (τετϱάγωνο αθϱοίσµατος τϱιών όϱων)
(α + β)3 = α3 + 3α2β + 3αβ2 + β3 (κύβος αθϱοίσµατος)
(α − β)3 = α3 − 3α2β + 3αβ2 − β3 (κύβος διαφοϱάς)
α2 − β2 = (α − β)(α + β) (διαφοϱά τετϱαγώνων)
α3 − β3 = (α − β)(α2 + αβ + β2) (διαφοϱά κύβων)
α3 + β3 = (α + β)(α2 − αβ + β2) (άθϱοισµα κύβων)

� Χϱήσιµες Ταυτότητες

α2 + β2 = (α + β)2 − 2αβ = (α − β)2 + 2αβ
α3 + β3 = (α + β)3 − 3αβ(α + β)
α3 − β3 = (α − β)3 + 3αβ(α − β)

Πϱοτεϱαιότητα πϱάξεων στις αϱιθµητικές παϱαστάσεις calculator.gr

Για τον υπολογισµό της τιµής µιας αϱιθµητικής παϱάστασης εκτελούµε τις πϱάξεις µε την ακόλουθη σειϱά:

1. Πϱώτα απ’ όλα, τϱέπουµε τους µεικτούς σε κλάσµατα, κάνουµε τα σύνθετα κλάσµατα απλά και
απλοποιούµε τα κλάσµατα.

2. Αν δεν υπάϱχουν παϱενθέσεις, εκτελούµε

τις δυνάµεις και τις ϱίζεςαʹ)
τους πολλαπλασιασµούς και τις διαιϱέσεις (από αϱιστεϱά πϱος τα δεξιά)ϐʹ)
τις πϱοσθέσεις και τις αφαιϱέσεις (από αϱιστεϱά πϱος τα δεξιά).γʹ)

3. Αν υπάϱχουν παϱενθέσεις, εκτελούµε πϱώτα τις πϱάξεις στις παϱενθέσεις µε την παϱαπάνω σειϱά.

Πϱωτοβάθµια εξίσωση calculator.gr

� Πϱωτοβάθµια Εξίσωση λέγεται κάθε εξίσωση της µοϱφής αx + β = 0

� Επίλυση Πϱωτοβάθµιας Εξίσωσης

– αν α ≠ 0 τότε υπάϱχει µοναδική λύση x = −β
α

– αν α = 0 και β = 0 τότε κάθε πϱαγµατικός αϱιθµός είναι λύση (λέγεται ταυτότητα)
– αν α = 0 και β ≠ 0 τότε δεν υπάϱχει λύση (λέγεται αδύνατη)

� Οι πϱωτοβάθµιες εξισώσεις έχουν ακϱιβώς µία λύση, καµία λύση ή κάθε (επιτϱεπτό) αϱιθµό ως λύση.
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Παϱαγοντοποίηση calculator.gr

� Παϱαγοντοποίηση µιας αλγεβϱικής παϱάστασης λέγεται η διαδικασία µετατϱοπής της από άθϱοισµα
σε γινόµενο.

� Μέθοδοι Παϱαγοντοποίησης

1. Εξαγωγή κοινού παϱάγοντα
2. ∆ιαφοϱά Τετϱαγώνων - ∆ιαφοϱά Κύβων - ΄Αθϱοισµα Κύβων
3. Θεωϱία τϱιωνύµου
4. Πϱοσεκτική εξέταση µήπως είναι ανάπτυγµα τετϱαγώνου ή κύβου
5. Οµαδοποίηση και ακολούθως εφαϱµογή µιας εκ των παϱαπάνω µεθόδων

� Χϱησιµότητα: Στην επίλυση πολυωνυµικών εξισώσεων ϐαθµού µεγαλύτεϱου του δύο.

∆ευτεϱοβάθµια εξίσωση calculator.gr

� ∆ευτεϱοβάθµια Εξίσωση λέγεται κάθε εξίσωση της µοϱφής αx2 + βx + γ = 0, µε α ≠ 0

� ∆ιακϱίνουσα της παϱαπάνω ∆ευτεϱοβάθµιας Εξίσωσης λέµε την ποσότητα ∆ = β2 − 4αγ

� Επίλυση ∆ευτεϱοβάθµιας Εξίσωσης

– αν ∆ > 0 τότε υπάϱχουν δύο άνισες ϱίζες (λύσεις) x1,2 =
−β ±

√
∆

2α

– αν ∆ = 0 τότε υπάϱχει µία διπλή ϱίζα x1 = x2 = −
β

2α
– αν ∆ < 0 τότε δεν υπάϱχει λύση (λέγεται αδύνατη)

� Οι δευτεϱοβάθµιες εξισώσεις έχουν ακϱιβώς δύο λύσεις, µία διπλή λύση ή καµία λύση.

Τϱιώνυµο calculator.gr

� Τϱιώνυµο, δευτέϱου ϐαθµού, λέγεται κάθε αλγεβϱική παϱάσταση της µοϱφής αx2 +βx+ γ, µε α ≠ 0

� Παϱαγοντοποίηση τϱιωνύµου

– Αν ∆ > 0 τότε αx2 + βx + γ = α(x − ρ1)(x − ρ2), όπου ρ1, ρ2 οι ϱίζες του τϱιωνύµου.
– Αν ∆ = 0 τότε αx2 + βx + γ = α(x − ρ)2, όπου ρ η (διπλή) ϱίζα του τϱιωνύµου.
– Αν ∆ < 0 τότε το τϱιώνυµο δεν παϱαγοντοποιείται.

Χϱήσιµες Ιδιότητες στη επίλυση εξισώσεων calculator.gr

� α1 ⋅ α2 ⋯ αν = 0⇔ (α1 = 0 ∨ α2 = 0 ∨ . . . ∨ αν = 0)

� αν = 0⇔ α = 0 (όπου ν ∈ N∗)

�

α

β
= 0⇔ α = 0 (όπου β ≠ 0)
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Κλασµατικές αλγεβϱικές παϱαστάσεις calculator.gr

� Κλασµατική Αλγεβϱική Παϱάσταση λέγεται κάθε αλγεβϱική παϱάσταση που πεϱιέχει µεταβλητή
σε έναν τουλάχιστον παϱονοµαστή. π.χ. 3

x − 2 , 1 − α

2
+ 2α + 1
α2 + 3

� Μία Κλασµατική Αλγεβρική Παράσταση ορίζεται για εκείνες τις τιµές των µεταβλητών που δεν µηδε-
νίζουν κανέναν παρονοµαστή που εµφανίζεται σε αυτή.

� Για να απλοποιήσουµε µία Κλασµατική Αλγεβρική Παράσταση παραγοντοποιούµε αριθµητή και πα-
ϱονοµαστή και στη συνέχεια διαγράφουµε τους κοινούς παράγοντες των όϱων της.

Κλασµατικές Εξισώσεις calculator.gr

� Κλασµατική Εξίσωση λέγεται κάθε εξίσωση που πεϱιέχει άγνωστο σε έναν τουλάχιστον παϱονοµαστή.
π.χ. 3

x − 1 −
1 + 2x
x + 1 = 2,

1

3
= 2

x
− 2x

5

� Επίλυση Κλασµατικής Εξίσωσης

1. Παϱαγοντοποιούµε τους παϱονοµαστές
2. Βϱίσκουµε το Ε.Κ.Π. των παϱονοµαστών
3. Βϱίσκουµε τις ϱίζες όλων των παϱονοµαστών (είναι οι ϱίζες των ϐάσεων όλων των δυνάµεων που

εµφανίζονται στο Ε.Κ.Π.)
4. Γϱάφουµε τους πεϱιοϱισµούς
5. Πολλαπλασιάζουµε όλους τους όϱους της κλασµατικής εξίσωσης µε το Ε.Κ.Π. των παϱονοµαστών
6. Απαλείφουµε παϱονοµαστές
7. Συνεχίζουµε µε µεθόδους, επίλυσης πολυωνυµικών εξισώσεων, που ήδη γνωϱίζουµε

Ιδιότητες Ανισοτήτων calculator.gr

� α > β⇔ α + γ > β + γ και α > β⇔ α − γ > β − γ

� Αν γ > 0 τότε : α > β⇔ αγ > βγ και α > β⇔ α

γ
> β

γ

� Αν γ < 0 τότε : α > β⇔ αγ < βγ και α > β⇔ α

γ
< β

γ

� (α > β ∧ β > γ) ⇒ α > γ (µεταβατική)

� α,β οµόσηµοι ⇔ αβ > 0⇔ α

β
> 0

� α,β ετεϱόσηµοι ⇔ αβ < 0⇔ α

β
< 0

�

α < β
γ < δ }

⊕⇒ α + γ < β + δ (πϱόσθεση κατά µέλη)
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�

0 ≤ α < β
0 ≤ γ < δ }

⊙⇒ αγ < βδ (πολλαπλασιασµός κατά µέλη)

� Αν α, β οµόσηµοι τότε : α < β⇔ 1

α
> 1

β

� Αν α, β ετεϱόσηµοι τότε : α < β⇔ 1

α
< 1

β

ΘΕΩΡΗΜΑ ΘΑΛΗ calculator.gr

Θεώϱηµα ΘΑΛΗ: ΄Οταν τϱεις τουλάχιστον παράλλη-
λες ευθείες τέµνουν δύο άλλες τότε τα ευθύγραµµα
τµήµατα που ορίζονται στη µια ευθεία είναι ανάλογα
πϱος τα ευθύγραµµα τµήµατα που ορίζονται στην άλ-
λη.

∆ηλαδή αν ϵ1//ϵ2//ϵ3 τότε AB

A′B′
= BΓ

B′Γ′
= AΓ

A′Γ′

ϵ1

ϵ2

ϵ3

δ1 δ2

A

B

Γ

A′

B′

Γ′

Ισότητα Τϱιγώνων calculator.gr

� Οϱισµός: ∆ύο τϱίγωνα λέγονται ίσα όταν έχουν τις πλευϱές τους ίσες µία πϱος µία και τις αντίστοιχες
γωνίες τους επίσης ίσες µία πϱος µία.

� Ακολουθούν τϱία Κϱιτήϱια Ισότητας Τϱιγώνων και όλα πϱοϋποθέτουν τουλάχιστον µία πλευϱά του
ενός ίση µε µία πλευϱά του άλλου.

Κϱιτήϱιο Π-Π-Π calculator.gr

� Κϱιτήϱιο Π-Π-Π: Οι πλευϱές του ενός είναι ίσες µία πϱος µία µε τις πλευϱές του άλλου.

A

B Γ

A′

B′ Γ′

∆ηλαδή
AB = A′B′

BΓ = B′Γ′

ΓA = Γ′A′

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎭

⇒
△

ABΓ =
△

A′B′Γ′

Κϱιτήϱιο Π-Γ-Π calculator.gr

� Κϱιτήϱιο Π-Γ-Π: ∆ύο πλευϱές του ενός είναι ίσες µία πϱος µία µε δύο πλευϱές του άλλου και οι
πεϱιεχόµενες στις πλευϱές αυτές γωνίες ίσες.

A

B Γ

A′

B′ Γ′

∆ηλαδή

AB = A′B′

BΓ = B′Γ′

B
⋀

= B′
⋀

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎭

⇒
△

ABΓ =
△

A′B′Γ′
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Κϱιτήϱιο Γ-Π-Γ calculator.gr

� Κϱιτήϱιο Γ-Π-Γ: Μία πλευϱά του ενός είναι ίση µε µία πλευϱά του άλλου και οι πϱοσκείµενες στη
πλευϱά αυτή γωνίες είναι µία πϱος µία ίσες.

A

B Γ

A′

B′ Γ′

∆ηλαδή

BΓ = B′Γ′

B
⋀

= B′
⋀

Γ
⋀

= Γ′
⋀

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎭

⇒
△

ABΓ =
△

A′B′Γ′

Ισότητα Οϱθογωνίων Τϱιγώνων calculator.gr

∆ύο οϱθογώνια τϱίγωνα είναι ίσα στις παϱακάτω πεϱιπτώσεις :

� Μία πλευϱά και µία οξεία γωνία του ενός ίσες µε µία πλευϱά και µία οξεία γωνία του άλλου τϱιγώνου.

� ∆ύο πλευϱές του ενός είναι ίσες µε δύο πλευϱές του άλλου τϱιγώνου.

Οµοιότητα Τϱιγώνων calculator.gr

Οϱισµός: ∆ύο τϱίγωνα λέγονται όµοια όταν έχουν τις πλευϱές τους ανάλογες και τις αντίστοιχες γωνίες
τους ίσες µία πϱος µία.

A

B Γ

A′

B′ Γ′

△

ABΓ ∼
△

A′B′Γ′
οϱ⇔
⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

AB

A′B′
= BΓ

B′Γ′
= ΓA

Γ′A′

A
⋀

= A′
⋀

, B
⋀

= B′
⋀

, Γ
⋀

= Γ′
⋀

Λόγος οµοιότητας δύο όµοιων τϱιγώνων ονοµάζεται ο λόγος δύο οµόλογων πλευϱών τους.

1ο Κϱιτήϱιο Οµοιότητας Τϱιγώνων calculator.gr

� Κϱιτήϱιο 1: Αν δύο τϱίγωνα έχουν δύο γωνίες ίσες µία πϱος µία, τότε είναι όµοια.

A

B Γ

A′

B′ Γ′
∆ηλαδή

B
⋀

= B′
⋀

Γ
⋀

= Γ′
⋀

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭
⇒

△

ABΓ ∼
△

A′B′Γ′

2ο Κϱιτήϱιο Οµοιότητας Τϱιγώνων calculator.gr

� Κϱιτήϱιο 2: Αν δύο τϱίγωνα έχουν τις πλευϱές τους ανάλογες, τότε είναι όµοια.

A

B Γ

A′

B′ Γ′
∆ηλαδή AB

A′B′
= BΓ

B′Γ′
= ΓA

Γ′A′
⇒

△

ABΓ ∼
△

A′B′Γ′
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΄Οµοια Πολύγωνα calculator.gr

� ∆ύο πολύγωνα λέγονται όµοια όταν έχουν τις πλευϱές τους ανάλογες και τις αντίστοιχες γωνίες
τους ίσες µία πϱος µία.

� Λόγος οµοιότητας δύο όµοιων πολυγώνων λέγεται ο λόγος δύο οµόλογων πλευϱών τους.

� Ο λόγος των πεϱιµέτϱων δύο όµοιων πολυγώνων είναι ίσος µε το λόγο οµοιότητάς τους.

� Ο λόγος των εµβαδών δύο όµοιων πολυγώνων είναι ίσος µε το τετϱάγωνο του λόγου οµοιότητάς τους.

Νόµος των Ηµιτόνων calculator.gr

Νόµος των Ηµιτόνων

Σε κάθε τρίγωνο οι πλευρές του είναι ανάλογες πϱος τα ηµίτονα των απένα-

ντι γωνιών τους. ∆ηλαδή α

ηµA
⋀ =

β

ηµB
⋀ =

γ

ηµΓ
⋀

A

B Γα

β
γ

Νόµος των Συνηµιτόνων calculator.gr

Νόµος των Συνηµιτόνων

Το τετράγωνο κάθε πλευράς τριγώνου ισούται µε το άθροισµα των τετρα-
γώνων των άλλων δύο πλευρών του ελαττωµένο κατά το διπλάσιο γινόµενό
των πλευρών αυτών επί το συνηµίτονο της περιεχόµενης γωνίας.
∆ηλαδή α2 = β2 + γ2 − 2βγ συνA

⋀

Αντιστοίχως β2 = α2 + γ2 − 2αγ συνB
⋀

γ2 = α2 + β2 − 2αβ συνΓ
⋀

A

B Γα

β
γ

Παϱατηϱήσεις

� Αν A
⋀

= 90○ έπεται συνA
⋀

= 0 οπότε πϱοκύπτει το Πυθαγόϱειο Θεώϱηµα.

� Αν σε ένα τϱίγωνο γνωϱίζουµε δύο πλευϱές και την πεϱιεχόµενη γωνία, τότε µποϱούµε να ϐϱούµε και
την τϱίτη πλευϱά.

� Αν σε ένα τϱίγωνο γνωϱίζουµε όλες τις πλευϱές του, τότε µποϱούµε να ϐϱούµε όλες τις γωνίες του.
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Τϱιγωνοµετϱικός κύκλος - Τϱιγωνοµετϱικοί αϱιθµοί calculator.gr

x

y z

t

κυκ(Ο, 1)

O

M

A

∆

Γ

E

Z

B

−1

−1

x

1

συνx

ηµx
εφx

σφx

x

συνήθεις τϱιγωνοµετϱικοί αϱιθµοί

ακτίνια 0
π

6

π

4

π

3

π

2
µοίϱες 0○ 30○ 45○ 60○ 90○

ηµ 0
1

2

√
2

2

√
3

2
1

συν 1

√
3

2

√
2

2

1

2
0

εφ 0

√
3

3
1

√
3 −

σφ −
√
3 1

√
3

3
0

� Τϱιγωνοµετϱικοί Αϱιθµοί

ηµίτονο

ηµx /x ∈ R
συνηµίτονο

συνx /x ∈ R
εφαπτοµένη

εφx /x ∈ R−{κπ+ π
2
∶ κ ∈ Z}

� Τιµές τϱιγωνοµετϱικών αϱιθµών

−1 ≤ ηµx ≤ 1 −1 ≤ συνx ≤ 1 −∞ < εφx < +∞

� Παϱαπληϱωµατικών γωνιών τϱιγωνοµετϱικοί αϱιθµοί

ηµ (π − x) = ηµx συν (π − x) = −συνx εφ (π − x) = − εφx

� Τϱιγωνοµετϱικές Ταυτότητες

– ηµ 2x + συν 2x = (OB)2 + (OA)2 = (AM)2 + (OA)2 = (OM)2 = 12 = 1 άϱα ηµ 2x + συν 2x = 1
– Εποµένως ηµ 2x = 1 − συν 2x και συν 2x = 1 − ηµ 2x

– (O
⋀

κοινή, Γ
⋀

= A
⋀

= 90○) ⇒
△

OΓ∆ ∼
△

OAM ⇒ Γ∆

AM
= OΓ

OA
⇔ εφx

ηµx
= 1

συνx
άϱα εφx = ηµx

συνx

Γϱαµµικά συστήµατα εξισώσεων calculator.gr

� Γϱαµµική εξίσωση µε 2 αγνώστους λέγεται κάθε εξίσωση της µοϱφής αx + βy = γ, όπου α,β,γ ∈ R.
Τα α,β λέγονται συντελεστές των αγνώστων x,y αντιστοίχως και το γ σταθεϱός όϱος.

� Γϱαµµικό σύστηµα 2 εξισώσεων µε 2 αγνώστους λέγεται κάθε σύστηµα που έχει τη µοϱφή

{ α1x + β1y = γ1
α1x + β1y = γ1
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� κάθε γϱαµµικό σύστηµα µποϱεί να έχει :

– ακϱιβώς µία λύση
– καµία λύση και λέγεται αδύνατο

– άπειϱες λύσεις και λέγεται αόϱιστο

� Για την αλγεβϱική επίλυσή του εφαϱµόζουµε 2 µεθόδους :

– της αντικατάστασης
– των αντίθετων συντελεστών

� Μέθοδος αντικατάστασης:

1. επιλύουµε την µία εκ των δύο εξισώσεων ως πϱος τον έναν άγνωστο, ϑεωϱώντας τον άλλον γνωστό.
2. την έκφϱαση που ϐϱήκαµε την τοποθετούµε στην ϑέση του αγνώστου-ως πϱος τον οποίο λύσαµε-

στην άλλη εξίσωση, οπότε πϱοκύπτει µία εξίσωση µε έναν άγνωστο.
3. λύνουµε την εξίσωση, του ενός αγνώστου.
4. τοποθετούµε την τιµή του αγνώστου που ϐϱήκαµε στην έκφϱαση που είχαµε ϐϱει αϱχικά και

πϱοκύπτει µία εξίσωση ενός αγνώστου, την οποία λύνουµε ϐϱίσκοντας και τον άλλον άγνωστο.

� Μέθοδος αντίθετων συντελεστών:

1. ϐϱίσκουµε δύο κατάλληλους αϱιθµούς µε τους οποίους ϑα πολλαπλασιάσουµε τους τϱεις όϱους
κάθε µίας εκ των δύο εξισώσεων, τέτοιους ώστε να πϱοκύψουν αντίθετοι συντελεστές για τον έναν
από τους δύο αγνώστους.

2. πϱοσθέτουµε κατά µέλη τις δύο εξισώσεις που πϱοέκυψαν και παίϱνουµε έτσι µία εξίσωση ενός
αγνώστου, την οποία λύνουµε.

3. επαναλαµβάνουµε την παραπάνω διαδικασία δηµιουργώντας αντίθετους συντελεστές για τον άλ-
λον άγνωστο.

� Σηµαντικές Επισηµάνσεις πϱιν την εφαϱµογή οποιασδήποτε µεθόδου

– ενδέχεται να χϱειαστούν πϱάξεις (όπως να ϐγουν παϱενθέσεις, να απαλοιφούν παϱονοµαστές και
να γίνουν αναγωγές οµοίων όϱων) για να έϱθει το σύστηµα στη απλή µοϱφή που αναφέϱαµε όταν
το οϱίσαµε.

– για κάθε εξίσωση, χωϱιστά, ϐϱίσκουµε το ΕΚΠ των συντελεστών και του σταθεϱού όϱου της και
διαιϱούµε όλους τους όϱους αυτής µε το ΕΚΠ, ώστε να πϱοκύψουν µικϱότεϱοι συντελεστές.

– ίσως χϱειαστεί να αλλάξουµε τα πϱόσηµα, όλων των όϱων, της µίας εκ των δύο εξισώσεων, ώστε
σε συνδυασµό µε το πϱοηγούµενο ϐήµα να δούµε µήπως καταλήξουµε:
* σε δύο ίδιες εξισώσεις, οπότε το σύστηµα ϑα εκφυλιστεί σε µία εξίσωση δύο αγνώστων µε

άπειϱες λύσεις (σύστηµα αόϱιστο), που καλούµαστε να ϐϱούµε, λύνοντας ως πϱος τον έναν
άγνωστο, ϑεωϱώντας τον άλλον γνωστό.

* σε πϱοφανή αδυναµία, οπότε σταµατάµε, λέγοντας ότι το σύστηµα δεν έχει λύσεις (σύστηµα
αδύνατο).

Αποδείξεις Θεωϱηµάτων
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Αποδείξεις Ταυτοτήτων calculator.gr

1. Να αποδειχθεί η ταυτότητα (α + β)2 = α2 + 2αβ + β2

Απόδειξη
(α + β)2 = (α + β) ⋅ (α + β)

= αα + βα + αβ + ββ
= α2 + 2αβ + β2

άϱα (α + β)2 = α2 + 2αβ + β2

2. Να αποδειχθεί η ταυτότητα (α − β)2 = α2 − 2αβ + β2

Απόδειξη
(α − β)2 = (α − β) ⋅ (α − β)

= αα − βα − αβ + ββ
= α2 − 2αβ + β2

άϱα (α − β)2 = α2 − 2αβ + β2

3. Να αποδειχθεί η ταυτότητα α2 − β2 = (α − β)(α + β)
Απόδειξη
(α − β)(α + β) = αα −��βα +��αβ − ββ

= α2 − β2

άϱα α2 − β2 = (α − β)(α + β)

4. Να αποδειχθεί η ταυτότητα (α + β)3 = α3 + 3α2β + 3αβ2 + β3

Απόδειξη
(α + β)3 = (α + β)2 ⋅ (α + β)

= (α2 + 2αβ + β2) ⋅ (α + β)
= α2α + 2αβα + β2α + α2β + 2αββ + β2β

= α3 + 2α2β + αβ2 + α2β + 2αβ2 + β3

= α3 + 3α2β + 3αβ2 + β3

άϱα (α + β)3 = α3 + 3α2β + 3αβ2 + β3

5. Να αποδειχθεί η ταυτότητα (α − β)3 = α3 − 3α2β + 3αβ2 − β3

Απόδειξη
(α − β)3 = (α − β)2 ⋅ (α − β)

= (α2 − 2αβ + β2) ⋅ (α − β)
= α2α − 2αβα + β2α − α2β + 2αββ − β2β

= α3 − 2α2β + αβ2 − α2β + 2αβ2 − β3

= α3 − 3α2β + 3αβ2 − β3

άϱα (α − β)3 = α3 − 3α2β + 3αβ2 − β3

6. Να αποδειχθεί η ταυτότητα α3 + β3 = (α + β)(α2 − αβ + β2)
Απόδειξη
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(α + β)(α2 − αβ + β2) = αα2 − ααβ + αβ2 + βα2 − βαβ + ββ2

= α3 − α2β + αβ2 + α2β − αβ2 + β3

= α3 −���α2β +���αβ2 +���βα2 −���αβ2 + β3

= α3 + β3

άϱα α3 + β3 = (α + β)(α2 − αβ + β2)

7. Να αποδειχθεί η ταυτότητα α3 − β3 = (α − β)(α2 + αβ + β2)
Απόδειξη
(α − β)(α2 + αβ + β2) = αα2 + ααβ + αβ2 − βα2 − βαβ − ββ2

= α3 + α2β + αβ2 − α2β − αβ2 − β3

= α3 +���α2β +���αβ2 −���βα2 −���αβ2 − β3

= α3 − β3

άϱα α3 − β3 = (α − β)(α2 + αβ + β2)

Απόδειξη του Νόµου Ηµιτόνων calculator.gr

Νόµος των Ηµιτόνων

Σε κάθε τρίγωνο οι πλευρές του είναι ανάλογες πϱος τα ηµίτονα των απένα-

ντι γωνιών τους. ∆ηλαδή α

ηµA
⋀ =

β

ηµB
⋀ =

γ

ηµΓ
⋀ .

∆

E

A

B Γα

β
γ

Απόδειξη:
Φέϱνουµε το ύψος A∆.

(
△

A∆B ,∆
⋀

= 90○) ⇒ ηµB
⋀

= A∆

AB
⇒ A∆ = AB ⋅ ηµB

⋀

(1)

(
△

A∆Γ ,∆
⋀

= 90○) ⇒ ηµΓ
⋀

= A∆

AΓ
⇒ A∆ = AΓ ⋅ ηµΓ

⋀

(2)

(1), (2) ⇒ AB ⋅ ηµB
⋀

= AΓ ⋅ ηµΓ
⋀

⇒ AB ⋅���ηµB
⋀

���ηµB
⋀

⋅ ηµΓ
⋀ =

AΓ ⋅���ηµΓ
⋀

ηµB ⋅���ηµΓ
⋀ ⇒

AB

ηµΓ
⋀ =

AΓ

ηµB
⋀ (3)

Φέϱνουµε το ύψος BE.
Οµοίως από τα

△

AEB,
△

BEΓ µε E
⋀

= 90○ παίρνουµε AB

ηµΓ
⋀ =

BΓ

ηµA
⋀ (4)

(3),(4) ⇒ AB

ηµΓ
⋀ =

AΓ

ηµB
⋀ =

BΓ

ηµA
⋀ ∆ηλαδή γ

ηµΓ
⋀ =

β

ηµB
⋀ =

α

ηµA
⋀
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ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ Γ ΓΥΜΝΑΣΙΟΥ

Απόδειξη του Νόµου Συνηµιτόνων calculator.gr

Νόµος των Συνηµιτόνων

Το τετράγωνο κάθε πλευράς τριγώνου ισούται µε το άθροισµα των τετρα-
γώνων των άλλων δύο πλευρών του ελαττωµένο κατά το διπλάσιο γινόµενό
των πλευρών αυτών επί το συνηµίτονο της περιεχόµενης γωνίας.
∆ηλαδή α2 = β2 + γ2 − 2βγ συνA

⋀

∆

E

A

B Γα

β
γ

Απόδειξη:
Φέϱνουµε το ύψος B∆.
BΓ2 = B∆2 +∆Γ2 (Π.Θ.

△

B∆Γ,∆
⋀

= 90○)
Οµοίως B∆2 = AB2 −A∆2 (Π.Θ.

△

AB∆,∆
⋀

= 90○)
΄Αϱα BΓ2 = AB2 −A∆2 +∆Γ2 (1)
∆Γ = AΓ −A∆⇒∆Γ2 = (AΓ −A∆)2⇒∆Γ2 = AΓ2 − 2 ⋅AΓ ⋅A∆ +A∆2

(
△

AB∆ ,∆
⋀

= 90○) ⇒ συνA
⋀

= A∆

AB
⇒ A∆ = AB ⋅ συνA

⋀

΄Αϱα ∆Γ2 = AΓ2 − 2 ⋅AΓ ⋅AB ⋅ συνA
⋀

+A∆2 (2)
(1), (2) ⇒ BΓ2 = AB2 −���A∆2 +AΓ2 − 2 ⋅AΓ ⋅AB ⋅ συνA

⋀

+���A∆2

Εποµένως BΓ2 = AΓ2 +AB2 − 2 ⋅AΓ ⋅AB ⋅ συνA
⋀

∆ηλαδή α2 = β2 + γ2 − 2βγ συνA
⋀
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